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[137 


RECHERCHES ULTÉRIEURES SUR LES DÉTERMINANTS 


GAUCHES. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. L. (1855), 
pp. 299—313: Continuation of the Memoir t. XXXII. (1846) and t. XXXVIII. (1849); 


52 and 69.] 


J'AI déjà donné une formule pour le développement d’un déterminant gauche. 


En prenant, pour fixer les idées, un cas particulier, soit 


12345 | 12345 = | 11, 


12, 
22, 
32, 


13, 
23, 
33, 
43, 
53, 


14, 
24, 


(où 12=— 21, &c., tandis que les quantités 11, 22, &e. ne 


formule peut être écrite comme suit: 


12345 | 12345 = 11. 
+11. 
+11. 
+11. 
+11. 
+11. 
+11. 
+22, 
+22. 
+22. 
+33. ; 

. (2345) 


+11 


+22. 
+33. 
+44. 
+55. 
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22 : 
22 . 
22 . 
22 . 
33 . 
33 . 
44, 
33 . 
33 . 
44, 


44 


33 . 
. (45% 
, (35} 
, (34) 
. (25} 
. (24Y 
. (23% 
. 15} 
. (14} 
55 . 
. (12Y 


33 


55 


(1345) 
(1245) 
(1235) 
(1234), 


44 . 


(13) 


55 


sévanouissent pas). 


Cette 
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Les expressions 12, 1234, &c. à droite sont ici des Pfafians. On a 
12 = 12, 
1234 = 12.34 + 13.42 + 14.23 


et en écrivant encore un terme, pour mieux présenter la loi: 


123456 = 12.34.56 + 13.45.62 + 14.56.23 + 15.62.34 + 16.28.45 
+12.35.64 + 13.46.25 + 14.52.36 + 15.63.42 + 16.24.53 
+12.36.45 + 13.42.56 + 14.53.62 + 15.64.23 + 16.25.34. 


J'ai trouvé récemment une formule analogue pour le développement d’un déter- 
minant gauche bordé, tel que 


al1234 | 81234 = \.a8, al, a2, a3, a4 |; 
| 28.1 Éi 12 té 
| Ar 927198: 7204 
8.1 1,7 92.-88..84 
B, 41, 42, 43, 44 
cette formule est: 
a1234 | 81234 = aB . 11. 22 . 33 . 44 
+a8 . 12.12.33. 44 
paf. A, 18 0:28. -44 
+aB . 14.14. 22. 33 
+a8 . 23.28.11. 44 
Fa 21. 28. 11. 93 
+aB . 34.34.11. 22 
+ aB . 1234 . 1234 
+4l. 61.92.33. 4 
+a2 . B2. 11.33. 44 
+a3 . 83.11. 22. 44 
nA . 84.11.22. 83 
+ a123 . 8123 . 44 
+ a124 . 8124 . 33 
+ a134 . 8134 . 22 
+ «234 . B234 . 11. 
26—2 
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Il est à peine nécessaire de remarquer que dans les Pfafians à droite, où entrent 
des symboles tels que la, 81, &c., qui ne se trouvent pas dans le déterminant dont il 
s’agit, il faut écrire la =— al, B1=—18, &c. Le symbole Ba ne se trouve ni dans le 
déterminant, ni au côté droit. Cependant il convient de poser Ba =— aß; car cela étant, 
il serait permis de transformer les Pfafians, en écrivant par exemple «812 = — Bal2. 


Je remarque en passant que, si avant de poser l'équation 8a =— aĝ, on suppose que 
les deux symboles a, 8 deviennent identiques (si par exemple on écrit a = 8 = 5), on 
aurait par exemple 


aB.12=a8.12 + a1.28 + a2.81=55.12 + 51.25 + 52.51=55.12, &c, 
et on retrouverait ainsi la formule pour le développement de 12345 | 12345. 


La nouvelle formule peut être appliquée immédiatement au développement des 
déterminants mineurs. En effet, en se servant de la notation des matrices, on aura 


72 
i1, 19, ra) Teala des te etes V2 19782, 
MEET 138 

21, 22, 23 — 23 | 13, +13 |13, —21 |31 

31, 39, "83 — 82 (12, -31 [2], +12 [132 
—] 1 EE ———— na 
11, 12 28, 18 = = | +234 | 234, — 134 | 234, — 124 | 324, — 123 | 423 

; 1234 | 1234 PARTA buse Ron A | 

21, 22, 28, 24 — 234 | 134, +134 | 134, — 214 | 314, — 213 | 413 
31, 32, 33, 94 — 324 | 124, — 314 | 214, +214 | 214, —312 | 412 
| 41, 42, 43, 44 — 423123, —413/213, —412|312, +123 | 123 
et ainsi de suite. On suppose toujours que chaque terme de la matrice à droite soit 


divisé par le dénominateur commun. On voit que les déterminants mineurs qui cor- 
respondent à des termes tels que aa, sont des déterminants gauches ordinaires, avec le 
signe +, tandis que les déterminants mineurs qui correspondent à des termes tels que 


aß, sont des déterminants gauches bordés tels que £... | a..., avec le signe —. 


Pour donner des exemples de la vérification de ces formules, je remarque que l'on 
doit avoir 


123 |123= 11. 23 | 23 
— 12 . 23 | 13 
-13 . 32 | 12 
équation qui peut aussi être écrite sous la forme 
123 [123 = -11 .. 28 | 23 
+21. 23 | 13 
+31 . 32 | 12. 
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En effet, en développant les deux côtés, on obtient : 
11.22.33 + 11.(23) + 22.(13) + 33.(12) = 11.(22.383 + (23)) 
+21.(21.33 + 23.13) 
+31.(31.22 + 32. 12+). 


On voit que les deux termes marqués par un + se détruisent et que l'équation est 
identique. On doit avoir de même, 


1234 | 1234 = 11 . 234 | 234 


-12 . 234 | 134 
—13 . 324 | 124 
—14. 323 | 128, 


ou, ce qui est la même chose : 
1234 | 1234 = 11 . 234 | 234 


+21 . 234 | 134 

+31 . 324 | 124 

+41. 2313; 
c'est-à-dire, en développant des deux côtés: 


11.22.33.44 + 11.22.(34) + 11.33.(24) + 11.44.(23) 
+ 22.33.(14) + 22.44.(18Y + 33.44.(12) + (1234) = 


11 [22 . 33. 44 + 22 (34) + 33 (42) + 44 (23) 
+ 21 [21.33.44 + 2134. 34* + 28.138. 44t + 24.14, 33+] 
+81 [31.22.44 + 3124. 24* + 32.12. 44f + 34.14. 22+] 
+41 [41 . 22.33 + 4123 . 23* + 42.12. 334 + 48.13. 224]. 


Cette expression est en effet identique, comme on le voit en observant que les 
six, termes marqués par un se détruisent deux à deux, et que les trois termes 
marqués par un (*) sont ensemble équivalents à (1234). 


Je remarque que le nombre des termes du développement du déterminant gauche 
est toujours une puissance de 2, et que de plus, ce nombre se réduit à la moitié, 
en réduisant à zéro un terme quelconque aa Mais outre cela, le déterminant prend 
dans cette supposition la forme de déterminant d'un ordre inférieur de l'unité. Je 
considère par exemple le déterminant gauche 123 | 123. En y faisant 33=0 et en 
accentuant, pour y mettre plus de clarté, tous les symboles, on trouve 


123 | 123 =11’. (23) + 22’. (13: 
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De là, en écrivant 
11=19:. 11, _12= Li. 24, 
22=13". 22 
on obtient 9 
12 | 12=11.22+(12} 
=11/.{22.(13ÿ + 11°.(237}, 
c’est-à-dire 
12 | 12 = 11' . 128 | 125. 


On a de même 
1234 | 1234 = 11’ . 22 . (3V) + 11. 33. (24 + 22/83’ (14) + (1234} 
et de là, en écrivant 
11=14.11, 12=11.24, 23 = 1234, 
22=14.22, 13—=11".84, 
33 = 14.33, 
on obtient 
123 | 123 = 11 . 22.33 + 11: (23ÿ + 22 :(81} + 33 (127 
= 11". 14 {2X . 88°. (14 + (12384) + 11°. 22°. (34) + 11°. 33’. (24y}, 
c'est-à-dire, E Éd re me 
123 | 123 = 11°. 14. 1234 | 1234’. 
De même 
12345 | 12345’ = 11’. 22’ . 33°. (45) 
+117. 22°. 44. (35Ÿ 
+11. 83. 44. (25 
+ 22’. 83°. 44. (15°Ÿ 
+11. (2345 
+22". (1345) 
+33. (1245) 
+ 447. (1235F. 
Or il est permis d'écrire 
11=15/.11, 12=11 25 23—1235, 1234=2345".11".15/, 
22 = 15.27, 13—11’.35, 24= 1245, 
33 = 1533, 14=11".45,.184=1345, 
44 = 15.44. 
En effet, les quantités à gauche ne sont liées entre elles que par la seule équa- 


tion 1234=12.34+13.42+14.23 qui est satisfaite identiquement par les valeurs à 
substituer pour les quantités qui y entrent. Cela étant, on trouve d’abord: 


1234 | 1234 = 11’ (15) 12345 | 12345. 
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Je prends encore un exemple. On a 


123456 | 123456 = 11’. 
+11’. 
+11’. 
+11’. 
+22 . 
+11. 
+11’. 
FIL. 
+11’. 
+22. 
+2. 
+22. 
+33. 
+33. 
+44. 
+ (123456/Y. 


Ici, il est permis d'écrire: 


11= 16.11, 12= 11.96: 
22 = 16.22, 13 = 11.36! 
33—16.33, 14— 11.46’ 
44= 16.44, 15= 11.56, 
55 = 16’.55/ 


22. 
22. 
22’ . 
33’ . 
33. 
22 
33 . 
44. 
55° . 
33 . 
44. 
55 . 
44. 
55 . 
55’ . 


23 = 12367, 
24 = 1246, 
25 = 1256, 


33 . 
33. 
44". 
44. 
44. 


44. (56} 
55’. (46}° 
55’. (36 
55. (26 
55. (16} 


(3456/> 
(2456) 
(2356'} 
(2346) 
(1456) 
(1356 
(1346'Y 
(1256/ÿ 
(1246/ÿ 
(12367 


34 = 13467, 
35 = 13567, 


1234 = 2346.11.16’, 2345 = 123456. 16’, 


1235 = 2356’.11’.16/, 
1245 = 2456. L1 16’, 
1345 = 3456. 11.16 ; 


45 = 1456, 


207 


car les valeurs des quantités à gauche satisfont identiquement aux équations qui ont lieu 
entre ces mêmes quantités. Far exemple l'équation 1234 = 12.34 + 13.42 + 14.23 


devient 2346 . 16’ = 26’. 1346 + 63.1246 + 46.1236. 


Or lexpression à droite devient, en développant : 
26° (13.46 + 14.63 + 16,34) 

+63 (12.46 + 14.6% + 16.24) 

+46 (12.386 + 13.62’ + 10.23), 
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et les termes qui contiennent le facteur 16’, donnent ensemble 16.2346’, les autres 
termes se détruisent deux à deux. On obtient enfin, en effectuant la substitution : 


12345 | 12345 = 11. (16/) 123456 | 123456 ; 
et ainsi de suite. 


Je fais les mêmes substitutions dans les matrices inverses, en supprimant cependant 
la dernière ligne et la dernière colonne de chaque matrice. (On trouve ainsi, en y 
ajoutant les équations ci-dessus trouvées par rapport aux déterminants : 


11”. 123 | 123°= 12 | 12, 


1 


win) trahi) Sons helene THE 
LEET AR CT; PCI +171 
11’. 14. 1234 | 1234’ = 123 | 123, 
1 AAAS LUE TE. 10 RTE 
14. 1234 | 1234 + 234 | 234, — 134 | 234, — 124 | 324 | = 
— 234 | 124, +134 | 134, — 214 | 314 
-324 | 124, —3I4 |214, +124 | 124 
1 E AEREAS T A T leih, 
—— | © — , —13 |23, — 12 | 32 
ms |-#1%4+ y | | 
+23 | 18, +13 | 13, —21 |31 
+32 | 12, —$1[21, +12]12 
11’. (15). 12345 | 12345 —1234 | 1234, 
1 ANNE MINS Mn A PES Sois haie o ro Ir Sale 
+ 2345 | 2345”, — 1345 | 2345, — 1245 | 3245, — 1235 | 4235 |= 


15°. 12345 | 12345” 
— 2345 | 1345’, +1345 | 1345”, — 2145 | 3145, — 2135 | 4135’ 


— 3245 | 1245, — 3145 | 2145, + 1245 | 1245, — 3125 | 4125 
— 4235 | 1235’, — 4135 | 2135’, — 4125 | 3125’, + 1235 | 1235 


1 A. Lee TASSE ge LA + ‘her Dés l RE te 
= | 234 +1", — 134 | 234, — 124 | 324, — 123 | 423 |, 
1234 | 1234 r Sia 11 | | | AN 

+ 234 | 134, +134 | 134, —214]|314, —213 | 418. 
+ 324 | 124, — 314 | 214, +124 | 124, — 312 | 423 


| + 423 | 123, — 413 | 213, — 412 | 312, +123 | 123 


et ainsi de suite. 
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Il est bon de changer un peu la forme de ces équations. (On en déduit sans 
peine : 


1 2.28 | 23 — 123 | 123 


13. 123 | 123’ cv on dt 
—2.23]13, PR Pt Le 
22 
= — mt. a AAE ecrit ; 
12 | 12 h Dos 
57 he TIR 1 
+2.21]1, 281 E E 
a aiao se, LASA n aa E DE 
/.1234] 1234 2.234 | 2er er + , —2.134 | 234, —2.124 | 324 
—2.234 N 34, 2.134 | muet 2,214 | 314 
TR RIT PEER un NS TL 
—2.324 | 124, —2.314 | 214, 2.124 | gg ALES 
ENES. -arel | i33 -198 
1 133 2200855 2.13 |23, —2 . 12 | 32 wie 
+2 . 23 | 13, +2.13 MAAL ARLA —2.21 |31 
+ li T TETT 
+2.32 | 12, = 2. S1 21, +2.12 pe lie 


et ainsi de suite. 


Les formules que je viens de présenter, peuvent être appliquées aussitôt à la 
solution de la question suivante: “Trouver x,, Xs, Xs, &e, fonctions linéaires de s, 
£, &3, &e. telles que 

11 x? +22 x? + 33 x? + &e. = 11 x+ 22 x, + 83 a? + &c.,” 
c'est-à-dire: transformer une fonction quadratique 1la,°+ 22w? + 38w? + &c. en elle- 
méme par des substitutions linéaires. Il suffira décrire- la solution pour le cas de 
trois indéterminées: on satisfait identiquement à l'équation 


11 x +22 x2 + 83 x? = 11 x? + 22 xe + 33 g? 


en écrivant 
(x; x, Ds" 
PENDU ES Her 2,12] 32 (lla, 22x, 33). 
-2.28 [ 13, aaie pian ER -2.21 [31 
-2.82 | 12, -2.3L.| aN +212] Tie diig 
© 11, 27 
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Voilà la transformation propre. On en tire la transformation impropre de 11x,° + 22%; 
en elle-même en écrivant 33=0; car, cela posé, les valeurs de x,, x; ne contiennent 
pas æ et l’on n’a plus besoin de la valeur de x, On obtient ainsi la solution 
suivante; savoir, on satisfait identiquement à l'équation 


11°x°+929 x? = 11’ m + 2? x2 
en écrivant 


Hro 4 enigs | ABS prag 
123 | 123 AMG 


42228 [19 DIS T 18 


, 29,197 (l'a, 22'a), 


123 | 123 


(xı , X2) 


ce qui est une transformation impropre. Mais en y faisant la substitution 11 =13’.11/, 
22 = 13.22, 12—11’.23", on réduit la solution à celle-ci, savoir on satisfait identique- 
ment à l'équation 11x, + 22x} = 11° + 22x? en écrivant 


1 ZMES PES Hi (llr, 22), 


La —— 12} 
j+2.27T1 +54 FES 


D 


ce qui est encore une transformation impropre, qui correspond de plus près à la 
formule pour la transformation propre; la seule différence est que les signes des 
termes de la première colonne de la matrice en sont changés. 


En introduisant des lettres simples a, b, &c. à la place des symboles 11, 22, &c., 
je considère d’abord la transformation propre 


ax? + by? = aa? + by? 


Ici, en écrivant 


11, 12 | = mov |, 
21, .22 | —v, b 
la formule donne 
1 ab— r°, —2vb |(x, y). 
(x y)= 
ab + 1° 2va , ab—v? 


La transformation impropre 
ax? + by? = aa? + by? 


s'obtient au moyen de la formule donnée plus bas pour la transformation propre de 


la fonction ax? +by?+c2 en elle-même. En y écrivant c=0, on obtient 


1 


ar? — bp,  ZAub 
GE + bp NUE 


2Aua , AN +b 


(æ, y). 
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`A 


J'ai déjà fait voir de quelle manière cette formule se rattache à la formule pour 
la transformation propre; la différence entre les formes de ces transformations dans ce 
cas simple est assez frappante. 


Pour obtenir la transformation propre 


ax? + by? + 02? = aa? + by? + cz’, 


j'écris 
11, 14, 10l=| © v, —p |; 
21, 22, 23 = BL 07 À 
31, 32, 33 MUNT 
cette formule donne 
Œ y D= a rT * 
c +HaN + bu? + or? 
abc + ar? — bp? — cv, 2(Auw—cv)b , 2 (và + bu) c (æ&, y, 2). 
2(Au+cv)a , abc— ar +bp — cv, 2 (uv — ax) c 
2(À —bu)a , 2(uvr+ar)b , abc— aX — bp- or? 


La transformation impropre en elle-même 
ax? + by? + cz? = aa? + by? + c2? 


peut être tirée de. la transformation propre en elle-même de la fonction donnée ci-après 
ax? +byÿ°+c#+du?; en y écrivant d=0, on obtient 


1 
GP DE joies ae +p * 
— bcp? + cao? + abr? — g’, —2brh—2bcpo , 2cop — 2bcrp (æ, y, 2). 
2arp — 2acpo , bcp?—cac?+ abr?— p,  — 2cpp — 2caor 
— Zap —2abpr j 2bph—2abor , bep? + cao? — abr -— g? 


Pour vérifier que cette expression west en effet autre chose que la formule pour 
la transformation propre, en y changeant les signes de tous les termes, j'écris dans la 
formule pour la transformation propre, a=b=c=. On a ainsi pour la transformation 
propre | 

x + y +2 = a + +2, 


l'équation 


EEIT. 1 w +2 — jp? — v°, 2Au—2vw , 2vX\ + 2uo (æ, y, 4), 
| PP Een es 
o + N° + pu? +1 2Au+2vo , &—N+p— 7, Zuv — 2\w 
22À —2uo© , 2uv + wo , -X+ 


27—2 
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et en écrivant dans la formule pour la transformation impropre, a=b=c=1, d=0, et 
À, u v, —œw au lieu de p, e, T, $, on obtient pour la transformation impropre 


x + + 2 = 0 Hy 2, 


l'équation 
(ny More 
» + N ++ 
-wN + y? + 1°, —2\u+2vo , —2vÀ —-2uo (æ, y, z). 
—2Au—2v®o , —aw+\—pÿ+ 7, 2uv — 2w 
— 2A +2uo , —2uv— Mo , —@ + —p— 1 


Pour obtenir la transformation propre 


ax? — by? + ez? + dw? = ax? + by? + c2 + du, 


j'écris 
11, 12, 18,14 = a, v, =m p |; 
21, 22, 23, 24 — 1, b, Nig 
8Ï, 32 a 33, 84 kh, —KN, CRE 
41, 42, 43, 44 =P T —T, 


cela donne d’abord, en mettant pour abréger, 
p= Xp + po +T, 
la valeur du déterminant 
1234 | 1234 = abed + bep? + cac? + abr? + adr? + bdp? + cdr? + $? 
(ce que je représente par k). 
J'ajoute aussi la valeur de la matrice inverse 

TEE 12 de. 
21, 22, 23; 24 

81, 32, 33, 34 
| 41, 42, 43, 44 


savoir: 
1 bed +br? +co? +d\?, —cdv — ro +dAu-cpa, 
cdv + Th +dAu—cpo, acd +br+cp +dp?,. 
--bdu — op +dùìv —bpr,  adA+pp + dur — aor, 
bcp + Ab +cvo — bur, aco +pp— cvp +aNT, 
| bdu + op+ dv —bpr, — bcp — Xp + cvo — bur 
= adx — ph + duv— asr, — aco — pp — cvp + ar 
abd + ao° + bp? + du? , —abr— vo +bup — arc 
abt +vp +bup — añs, abc +aX°+ bu? + or 
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On a pour la transformation, l’équation (x, y, z, w) = 


1 | abcd — bcp? + cao? + abr?+ adr? 


k ss bdp? — cd? — g? ; 2b (— cdv — Th + du — cpo) - 
Raz g? ee 2 

2a (cdv + rọ +dàp— cps) , ato à FA Re z paa adx | 

2a (— bdp — op + dAv — bpr), 2b (ad + ph + duv —aor) , 

| 2a (bcp +A + cvo — burt) , 2b (aco + pp — cvp +arT) , 


2c (bdu + op +dùìàv—bpr) , 2d(—bep— op + cvo — bur) |(x, y, z, w). 
2c (— adx — pp + duv — acot), 2d (—aco — uo — cvp + aùr) 


abcd + bep? + cao? — abrt? — adr? 
— bdp + cdr? — p? ù 


2c(abr+vp+bup—ano) , Pa Me +. abt? + ad\° 


2d (— abr — vo + bup — añs) 


Je suppose que lon ait a=b=c=d="«, et j'écris y= -— 


eie 


, c’est-à-dire 


Ap + uo + vT 
yes" PTE 


d’abord k=w?R, où 


où Ap+puo+vr+yw=0. En faisant cette substitution, on trouve 


R=N+ pp + + + p?+ 0? + 7? + o, 
et puis pour la transformation propre 


Ahy EAW SEYE e EW, 
l'équation (x, y; z, w) = 


1 -p+o+r+o+V—-p—— 4, — 2ov+27ÿ + 2p — 2po, 
R 


2wv — 2r + 2Au — 2po, OR T E AE per Pen 
— 2wp + 2oy + 2v —2pT, 2w) — 2p\r + 2uv — 207, 
2wp — 2 + 2vo — 2ur, 200 — Zur — 2vp +2Xr, 
2œu — 2o + 2Av — 2pT , — 20p + 2y + 2vo — Qur (æ, y, 2z, w). 
— 2w + 2pẸ + 2uv — 207 >, — 200 + Zur — 2vp + 2AT 
pP+o—T+ op +, — or + 2vÿ + Zup — 2Xo 
2007 — 2v + Zup — 20 y por + ot + N° + + 22 — fre 


On peut changer la forme de cette expression, en y écrivant 


A=k(a—-x), p=$(B—-8), r=i(y-Y), p=} (8-0), 
p=i(a+a), o=} (B +8), t=} (+y), w=} (8+0); 
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cela donne 
+ B+p+û—-a2—B2—y2—52=0, 
R=E(@ +8+y +8 +a?+18"+72+ 07), 

de manière qu'en écrivant 

M, wet ye 

M' = a? ma Be +y”? Si ò’, 
on obtient 

R=4(M + M’) = (MM), 

et la formule pour la transformation devient 
—au +88 +yy +F, —ap'— Ra — yò + òy’, 
— aß — Ba’ + yò + ÔY, ad — BB'+yy + 82, 
— ay — BÒ — yd +ÔB", að —By — yp — òx, 
dA q By — yf b Sa mn ay — BÈ’ $ ya! > À òp’, 


TE ; ~ ~ (MM'’) 


— ay +B — ya — 85, að +By — yB +0 (s, y, z, w). 
— að — By — y8 +ò, — ay +/B0 +y +òp 

ax +BB — yy +62, aB — Ba +y + èy 

aß’ — Ba — yo — òy, —ad — BB — yy + 00 


On voit donc que même sans supposer léquation M = M’, cette formule donne la 
transformation propre 
x2 + + 22 + = 22 + 2 + 2 + UE. 

Cette solution est à peu près de la même forme que la solution #mpropre donnée 
par Euler dans son mémoire “Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares 
memorabile” Nov. Comm. Petrop., t. xv. 1770, p. 75, et Comm. Arith. collectae, [4to. 
Petrop. 1849], t. I. p. 427. Je remarque aussi que cette même solution peut être 
déduite de la théorie des Quatermions. En effet, ù, j, k étant des quantités imaginaires 
telles que =} = k=- 1, jk =- kj=i, ki=—ik=j, j=- ji =k, on obtient, en effectuant 
la multiplication : 


i 29 Aa k m ATAA F +2k +w) (a+ 87 +y'k +è’), 
X, y, Z, w ayant les mêmes valeurs que dans la dernière formule de transformation. 


En changeant les signes des termes de la quatrième colonne, on en tire pour la 
transformation impropre 


x2+ + 2+wW= 2 HYHH, 
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la formule suivante plus symétrique : 


envies peua Du (F= SRB Hong RE nah TRY à 
VO) | ag- Ba +y sy, aa — BB + yy +5, 

— ay -PÒ — yd +858, að — By — yB — òd , 

— aÿ + By -yB —öad, —ay — pe + ya — p’, 


— ay +B — yd —58, — að — By +yB — òd 
— að — By — yp +04, ay -BÒ — ya — ÒL 
ax + BB — yy +88, — aß + Ba — yò — y 
a8 — Ba -yò ~y, ax + RBR + yy -è 


(0 Yra W): 


Ces formules pour la transformation, tant propre qwimpropre, de la fonction 
£ +yY+2e+w en elle-même, sont utiles dans la théorie des polygones inscrits dans 


une surface du second ordre. 
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